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PREFACIO

El lenguaje de los numeros, igual que el corriente, liene
su aifabeto. En el lenguaje de los nimeros que hoy dia se
utiliza praclicamente en todo el globo terriqueo, se emplean
como alfabeto {as 10 cifras del 0 al 9. Este lenguaje se llama
sistema decimal de numeracion. Pero no siempre y no en
todos los lugares las personas usaron el sistema decimal.
Este sistema no liene, desde el punio de’vista matemstico,
ventajas especiales sobre olros posibles sistemas de numera-
cion y su difusién universal no se debe, de modo alguno, a
las leyes generales de jas Matemiticas, sino a razones tolal-
mente de olra indole,

Ullimamente oponen una seria compelencia al sislema
decimal los sislemas binario y, en parte, ternario que son
los que «prefieren utilizar» las modernas computadoras.

En este libro se relatan las propiedades, }a historia de la
aparicién y las aplicaciones de los distintos sistemas de nu-
meracion. Su lectura no exige conocimienlos matematicos
superiores al programa escolar.



§1
SOBRE LOS NUMEROS REDONDOS
Y NC REDONDOS

«Del portal salié un hombre de unos 49 anos que después
de andar por la calle unos 196 melros enlrd en una lienda,
compré dos sepienas e huevos y confinué su camino...»
¢Verdad que esta descripcion parece un tanto extrafia? Cuan-
do estimamos aproximadamente cierla magnitud —la edad
de una persona, una distancia, elc.— siempre recurrimos a
nitmeros redondos y, como regla, decimos «unos 200 metros»,
«una persona de unos 50 afiosy, ete. Es mas facil memorizar
los numeros redondos que los demds; es mas simple operar y
realizar las operaciones matematicas con ellos. Por ejemplo,
para nadie resulta dificil mulfiplicar mentalmente 100 por
200; pero si sc trata de multiplicar dos nimeros no redondos
de tres digitos, digamas 147 y 343, eso no cstd al alcance de
cualquiera sin recurrir al lapiz y al papel.

Al hablar de los nineros redondos, no nos damos cuenia,
en general, que la divisién de los niimeros en redondos y no
redondos es convencional por su esencia y que un mismo
nimero resulla redondo o no seg(n el sistema de represen-
lacion de los niimeros o, como sucle decirse, segiin el sistema
de numeracion que empleamos. Para analizar esta cuestion
veamos, anie todo, que represenia en si el habitual sistema
decimal de numeracion que usamos. [2n esie sistema {odo
nitmero cutero positivo se represenia como la suma de uni-
dades, decenas, centenas, elc., o sea, como ta suma de dife-
renles potencias del ndmero 10 con coeficientes cuyo valor
va del 0 al 9 inclusive. Por ejemplo, la denotacidn |

2548

significa que ¢l n(mero considerado contiene 8 unidades,
4 decenas, 5 centenas y 2 millares, o sea, 2548 es la abrevia-



tura de la expresién
2-10%+-5-10°+4-4-10--8-10°.

Sin embargo, con no menos éxito podriamos representar
todo nainero como combinacion de potencias de otro nimero
entero cualquiera (a excepcion det 1) que no sea el nitnero 10,
por ejemplo, el nimero 7. En este sistema, llamado sislema
septenario de numeracion o sistema de numeracién de base 7,
conlariamos desde ¢l 0 hasla el 6 corrientemente, pero con-
siderariamos el nitmero 7 como unidad del orden de unidades
sigujente. IIs natural represeniarlo en nuesiro nuevo sistema
seplenario por el simbolo

10

{unidad de! segundo orden). Para no confundir esla dencla-
cion y et namero decimal 10, le agregaremos el subindice ,,
o sea, en lugar del 7 escribiremos definitivamente

(10)7.

Las unidades de los ordenes sucesivos son los nimeros 7%,
72, ete. Lo natural es representarlas asi

(100)s, (£000)-, ete.

Todo nimero enlero puede ser abtenido como coinbina-
cion de las potencias del nimero 7, cs decir, puede ser re-
presentado en la forma

Qe Todap TRt . 4a,-T+a,

donde cada uno de los cocficientes a,, ay, . . ., @, puede tomar
cualquier valor desde el 0 hasta el 6. Igual que en el caso
del sistema decimal, lo nalural para representar los nimeros
en el sistema de base 7 es omitir sus potencias escribiendo
el ntimero en la forma

(ApQpny - o 0480),

cmpleando de nuevo el subindice , para subrayar que en el
sistema de numeracion ufilizado se ha tomado por base
precisamentle el nitmero 7.

Veamos un ejemplo. E] nitmero decimal 2548 puede ser
represenfado en la forma

1+ 7340 734-3-724-0- -0,
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0 sea, segin hemos convenido, en la forma
(10300),.

(2548),, = (10300),.

Prestemos alencién a que en esle sistema seplenario seran
redondos los nitmeros que no o son en el sistema deci mal.
Por ejemplo,

(147),,=(300), y (343)m=(1000)1

Por lo tanio,

(ya que 147=3.7* y 343=7%; al mismo tiempo tenemos
(100),,=(202), y (500),,=(1313),,

elc. Por eso, en cl sislema seplenario resuila mas facil mul-
{uplicar mentalmente (147}, por (343),e que (100),, por
(200),0. Si usascmos el sistema seplenario, considerariamos
Ja edad de 49 afios (y no de 50} una fecha redonda celebrin-
dola como un aniversario, diriamos «unos 98 metros» o «unos
196 metros» al estimar a ojo las distancias (porgue (98),,=
=(200); y {196),,={400); son ndmeros redondos en el sis-
lema seplenario), contariamos los objelos por septenas (y
no por decenas), etc. En una palabra, si fuese cominmente
aceptado cf sistema sepienario, a nadie sorprenderia la {rase
con la gue hemos comenzado nuesira exposicion.

Sin cmbargo, el sistema seplenario no tiene la menor
difusion y no puede competir de ninguna forma con el sis-
tema decimal. ¢Por qué razén?

§2
ORIGENES DEL SISTEMA DECIMAL
DE NUMERACION

¢Por qué desempeiia un papel lan privilegiado precisa-
menle el niimero 10? Una persona ajena a estas cuestiones
contestaria quiza sin vacilar que se trata sencillamente de’
que el nimero 10 es redondo y resulta comodo multiplicar
por ¢l cualquier niimero, asi como contar por decenas, cen-
lenares, etc. Hemos visto, sin embargo, que la situacion
es precisamente la opuesta: el niimero 10 es redonde debide
@ que se toma por base del sistema de numeracion. Si pasamos
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@ otro sislema de numeracién, diganios septenario (en el
gue este niimerc se representa como (13);), dejard inmedia-
tamenfe de ser redondo.

Las razones por las cuales precisamente el sistema deci-
mal ha sido universalmente aceptado no son, ni mucho me-
nos, de indole matematica: los diez dedos de las manos han
constituido el aparato primario de calculo que empleé el
hombre desde los tempos prehistéricos. Valiéndose de los
dedos es facil contar hasta diez. Al llegar a diez, es decir,
después de consumir todas las posibilidades de nuestro «apa-
rato de calculon natural, lo 16gico es considerar el nimero 10
como una unidad nueva, mayor (la unidad del orden siguien-
te}. Dicz decenas forman la unidad del lercer orden y asi
sucesivamente. Por lo lanlo, precisamente el cilculo a base
de los dedos de las manos ha dado origen al sistema que nos
parcce ahora complelamente nalural.

§3
OTROS SISTEMAS DE NUMERACION
Y SUS ORIGENES

El sistema decimal de numeracién tardé mucho en ocupar
la posicién dominante que tiene actualmente. En distintos
periodos histéricos muchos pueblos emplearon sistemas de
numeracién diferentes del decimal.

Por ejemplo, {uvo bastante difusion el sistema duodecimal.
Indudablemente su origen también estd ligado al célculo
por los dedos: puesio que los cuatro dedos de la mano (a
excepcién del pulgar) tienen 12 falanges en total (lig. 1),
pasando el dedo pulgar por estas falanges se puede contar
de 1 hasta 12. Después se toma 12 como la unidad del orden
siguiente, etc. Los vestigios del sisiema ducdecimal se han
conservado en la lengua hablada hasta nuestros dias: en
lugar de «doce» a menudo decimos «docena». Muchos objetos
(cuchillos, tenedores, platos, pafivelos, efc.) suelen contarse
por docenias y no por decenas. (Recuérdese, por ejemplo,
que las vajillas son, como regia general, para 12 ¢ 6 personas
y muy rara vez para 10 6 5.) Hoy dia casi no se emplea la
palabra «gruesa», que significa doce docenas (o sea, la unidad
del tercer orden en el sistema duodecimal), pero hace unas
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decenas de afios era una palabra bastantc extendida espe-
cialmente en el mundo del comercio. La docena de gruesas
se {lamaba «masa», aunque hoy dia pocas personas conocen
esta significacién de la palabra «masa».

Los ingleses conservan indudables vestigios de! sistema
duodecimal: en el sistema de medidas (| pie=12 pulgadas)
y en el sistema monetario (1 chelin=12 peniques).

Nolemos que desde el punto de vista matematico el sis-
tema duodecimal tiene ciertas ventajas sobre el decimal

FIG. 1

porque el nfimero 12 es divisible por 2, 3, 4 y 6 mientras
que el namero 10 sélo es divisible por 2 y §; pero cuanto
mayor sea Ja canlidad de divisores del nitmero que consfifuye
la hase del sisiema de numeracién, mayores ventajas se tienen
al emplearlo: volveremos a esta cuestion er el § 7 al tratar de
los criterios de divisibilidad.

En la Babilonia antigua, cuya cuitura (inciuyendo la
matematica) era bastante elevada, existia un sistema sexa-
gesimal muy complejo. Los historiadores discrepan en cuanto
a sus origenes. Una hipétesis, por cierlo no muy fidedigna,
es que se produjo la fusién de dos tribus una de las cuales
usaba el sistema senario y la otra el sislema decimal, sur-
giendo como compromiso entre los dos el sistema sexagesi-
mal. Otra hipdtesis es que los babilonios consideraban el
afio compuesto de 360 dias lo que se relacionaba de modo
natural con el nimero 60. Tampoco esta hipdtesis puede con-
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siderarse sulicientemenie argumentada: siendo baslante ele-
vados los conocimientos astrondmicos de los antiguos babi-
lonios, cabe pensar que su error al estimar la duracién del
aiio era mucho menor de 5 dias. A pesar de que no estan
aun claros los origenes del sistema sexagesimat, esld compro-
bada con suficienie seguridad su existencia y amplia difusiéon
en Babilonia. Estc sistema, igual que el duodecimal, se ha
conservado en cierta medida hasta nuestros dias (por ejemplo,
en la subdivision de la hora en 60 minulos y del minuto en
60 segundos, asi como en ef sistema andlogo de medicién
de los angulos: | grado=00 minutos y 1 minuio=00 segun-
dos). Pero, en conjunlo, esle sislema que precisa desesenta
«cifrasy diferentes ¢s bastanie complicado y menos cédmodo
que el decimal. )

Segin Staunley, famoso explorador del Alrica, varias tri-
bus africanas empleaban el sistema quinario. Es evidente
la relacién de esle sistema con la forma de {a mano del hom-
bre, «maquina compuladora» primaria. )

Los aztecas y los mayas, que durante varios siglos po-
blaban las regiones amplias del conlinente americano y
que crearon una alla cultura practicamente liquidada por
los conquisladores cspaioles en los siglos XVI y XVII,
usaban el sistema vigesimal. Esle mismo sistema era em-
pleado lambién por los celtas que se establecieron en el
Occidente de Europa desde el segundo milenio antes de nues-
ira cra. Algunos vestigios del sistema vigesimal de los
cetlas subsisten en el moderno idioma {rancés: por ejemplo;
«ochenta» en francés es «quaire-vingt», o sca, literalmenle
«cuatro veces veintes. El piimero 20 figura también en el
sistema nonetario francés: el franco, unidad .monelaria;
consta de 20 sous. ' :

Los cualro sistemas de numeracién mencionados (duode-
cimal, quinario, sexagesimal y vigesimal) que junto al sis-
tema decimal desempefiaron un papel notable en el desarrolio
de la cultura humana estan ligados'—menos el sexagesimal
cuyos origenes no has sido actarados— a una u otra forma
de contar por medio de los dedos de tas manos {o de las manos
y de los pies), es decir, son de origen «anatémico» indudable
igual que el sislema decimal. :

Los ejemplos que hemos dado (y que podrian ser amplia-
dos) muestran que estos sistemas han dejado miltiples hue-
llas hasta nuestros dias en los idiomas de muchos pueblos,
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en los sislemas monetarios existentes y en los sistemas de
medidas, Sin embargo, para escribir los nimeros o realizar
determinados calculos siempre empleamos el sistema decimal.

§4
SISTEMAS POSICIONALES
Y NO POSICIONALLS

——

Todos los sislemas sciialados anieriormenie se basan
en el mismo principio general. Se toma un numero p, base
del sistema de numeracion, y todo nitmero N se representa
como la combinacién de polencias de aquél con coelicienles
que toman valores de 0 a p—1, o sea, en la forma

Qeprtay_ o ptr A Haep gy,
Despucs, cste niimero se denota abreviadamente
s (Tpllpmye o o Qy0,) 0

En este caso el valor de cada cifra depende del fugar que
ocupa. Por ejemplo, en el niimero 222 ¢l dos ligura {res veces;
pero el de la exirema derecha representa dos unidades, el
del medio significa dos decenas y el olro, dos cenlenarcs.
(Aqui fratamos con el sistema decimal. Si fuese empleado
¢l sislema de base p, eslos {res doses significarian, respecti-
vamente, los valores 2, 2p y 2p®.) Los sistemas de numeracién
que se basan en esle principio se denoininan sistemas posicio-
nales.

Exislen lambién sistewnas no posicionales que se basan en
otros principios. Ef ejemplo miés conocido de tal sistema son
los nitmeros romanos. En esle sislema se liene una coleccidén
deferminada de simbolos principales —unidad !, cinco V,
diez X, cincuenla L, cien C, etc.— y todo niimero se repre-
senla como una combinacion de cstos simbolos. Por ejem-
plo, el nlimero 88 se¢ escribe en esle sisiema asi

LXXXIUII.

En este caso el significado de cada simbolo no depende del
lugar que ocupa. En la representacion del nimero 88 la cifra
X aparece lres veces y siempre vale lo mismo, dlez_umd_ades
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Aun cuando ias cifras romanas siguen empleandose, por
ejemplo en los relojes, en la practica matematica no se usan.
Los sistemas posicionales tienen la ventaja de que permiten
escribir nimeros grandes medianfe una cantidad relativa-
mente pequefa de simbolos. Otra veniaja, aun mayor, de
los sistemas posicionales es que permiten realizar [acilmente
las operaciones aritméticas con nitmeros escritos en estos
sistemas. {Mullipliquese, para comparar, dos nimeros de
{res cifras escritos en cl sistema romano.)

En lo que sigue nos limitaremos a los sistemas posicio-
nales de numeracion.

§5
OPERACIONES ARITMETICAS
EN DISTINTOS SISTEMAS
DE NUMERACION

Para los numeros escritos en el sistema decimal emplea-
mos las reglas de adicidn y muitiplicacion <en columna»
y de divisién «en angulo». Estas mismas reglas son validas
también para los nimeros escritos en cualguier otro sistema.

Consideremos la adicién. Tanto en el sistema decimal co-
mo en otro cualquiera, sumamos primero las unidades, pa-
samos luego al orden siguiente, etc., hasta llegar al mayor
de Jos érdenes, con la particularidad de que se hace un tras-
lado ai orden siguiente cada vez que en un orden se obtiene
una suma mayor o igual a la base del sistema empleado.
Por ejemple,

), (23651), 2)  (423),

+(17043), 1 (1341),
(42714), (521),

| B1),

Pasemos a la muitiplicacion. Para concretar, escojamos
un sistema determinado, por ejemplo, ¢l senario, La multi-
plicacion de los niimeros se basa en la tabla de multiplicar
que ofrece el producto de los nitmeros menores que la base
del sistema de numeracion. Es facil comprobar que la tabla
de multipticar del sistema senario es )
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jofrf2]3f4]s
ojojojelo]ojo
Ljolr|2)3|4]|s
2]0]2f4[10]12|14
3lo}3|to]i3]20]23
40412 20[24 32
s|o|5|14|23]|32]41

En cada célula aparcce aqui el producie de los nimeros que
corresponden a Ja fila y a la columna de esfa célula con la
particularidad de que lodos los niimeros se escriben en el
sislema senario (hemos omifido el subindice correspondiente
para no complicar ia labla}.

Valiéndonos de ecsia tabla, podemos muttiplicar facil-
menie ¢en columnas los nimeros de tanfos érdenes como se
quiera. Por ejemplo,

. (352),
(245),
(3124},
(2332),
(1144),

(145244),

La divisién «n angulo» también se puede reatizar en
cualquier sistema de numeracion. Consideremos, por ejem-
plo, el problema siguiente: dividase (120101), por (102),.
He aqui la =olucion:

(120101), | (102),
(102), (1101},
(111),
(102),
(201},
(102),
(22),

{(Escribanse el dividiendo, el diviser, el cociente y el resto
en el sislema decimal y verifiquese el resultado.}



E 16

Problema 1. En la pizarra se ha conservado una {érmuta
incompleia

23 —5—
T1—642
1574 2 3

¢En qué sislema de numeracion estan escritos los sumandos
y la suma?

Respueséa. En el sistema septenario.

Problema 2. Al preguntarle cudntos alumnos habia en
su clase un maestro respondié: «100 alumnos y de ellos 24
varones y 36 hembrass. Primero la respuesta nos exlrafio,
pero luego comprendimos que el maestro no empled el sis-
lema decimal. ¢Cual habia empleado?

La solucion de este problema es sencilla. Sea x la base
del sistema correspondiente. Entonces las palabras del ma-
estro signilican que tiene x* alumnes de los cuales 2x-+4 son
varenes y 3x+2 hembras. Por lo tanto,

2x-t-44-3x-+2=x2,
Q sea,
2—bx—6-=0,
de donde

L 5 4 Vﬁm__s;l:?
T ) =g
es decir,
0n=0y x,=—1I.

Puesto que —1 no puede ser base del sisiema de numeracién,
resulta que x=06. Luego, el maestro dio su respuesta en et
sisterma senaric: tenia 36 alumnos, de elios 16 varones y
20 hembras.

§6
CONVERSION DE LOS NUMEROS
DE UN SISTEMA A OTRO

¢Cémo converlir un nidmero escrilo, por ejemplo, en el
sislema decimal a olro sislema distinto, digamos el septe-
narig? Sabemos que para escribir un ndmero A en el sistema
seplenario debemos representarlo en la forma
A=a, T4 a, T14- .. 4-a,-T+a,.
Es decir, para hallar 1a representacion septenaria del niimero
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A debemos determinar los coeficientes ay, ay, ..., a, cada
uno de los cuales puede ser una cifra de 0 a 6 inclusive. Di-
vidamos el niimero A enfre 7 (en niimeros enteros). Es evi-
dente que el resto serd igual a a,, pues en la representacion
del niimero A todos los sumandos, a excepeidn del Gltimo,
son divisibles por 7. Tomemos ahora el cociente que se ob-
tiene al dividir A entre 7 y dividamoslo también por 7. El
resto oblenido serd igual a a,. Continuando esle proceso,
determinaremos lodas las cifras ao, a;, . . ., @, que figuran
en la representacion seplenaria del nimero A; éstas serdn
los reslos consecutivos que se obtienen en la division reite-
rada de esle namero por 7. Consideremos, por ejemplo, el

namero
(3287),,.
Dividiéndolo enlre 7, enconlrarcmos el cociente 469 y el
resto 4. Por consiguienle, la allima cilra en la represenla
cion seplenaria del ndmero 3287 es igual a 4. Para hallar la
segunda cifra dividamos ¢l cociente encontrado 469 enfre 7.
Oblendremos ol cociente 67 y el reslo 0. Es decir, la segunda
cifra de la represeniacion seplenaria del nimero 3287 es
igual a 0. Dividiendo ahora 67 por 7, obtenemos el cociente
9 y el resto 4. Esle reslo 4 es la lercera cifra en la represen-
tacion seplenaria del nimero 3287. Finalmente, dividiendo
¢l allimo cociente 9 entre 7, obienemos el resio 2 y el cociente
§. Esle resto 2 es la cuarta cifra de la representacion buscada
y el cocienle ! (que no se puede dividir ya entre 7) es la quinta
(y dllima) cifra. Por Jo tanto,
(3287),, = {12404),.
El segundo miembro de esta igualdad es la abreviatura de
1 7442 79447240 T+4
al igual que 3287 es Ja abrevialura de
3-10°+2-10%-+8-10-}-7.
Los célculos realizados para pasar de la representacion de-
cimal del niimero 3287 a su represenfacion septenaria pueden
resumirse cémodamente asi:

2 M 2904
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Queda claro que fodo lo expuesto es vélido {anio para el
sistema seplenario come para otro cualquiera. Podemnos
enunciar la regla general que permite escribir un niimero A
en ¢l sistema de numeracion de base p: dividimos en nitmeros
enteros el namero A por p; el resto obtenide es el namero
de uvnidades dv primer orden en la representacién p-naria
del nimero A; dividiendo de nuevo enire p ¢l cociente ob-
tenido en la primera division, tomemos el segundo resto;
éste sera el numero de unidades de segundo orden; ete. El
proceso continiia hasta obiener un cociente menor que la
base de numeracidn p. Esle caciente es el nimero de unidades
del orden superior.

Consideremos olro ejemplo; escribase el nimero 100 en
el sislema binario. Tenemos

100 | 2
0 50 | 2
0

2
P
h-itsa
(=T S/
|w
= O

|2
32
T

o sea,
(100),, = (1100100),.

La conversion de los nimeros escritos en ¢l sistema de-
cimal al sislema binario es,elemento constante al operar con
las computadoras de las cuales trataremos mds adelante.

En los ejemplos considerados el sistema primario era el
decimal. Los mismos procedimientos permiten convertir un
namero escrife en un sistema cualquiera a otro. Para ello
habra que realizar Ia misma serie de divisiones consecutivas
que en los ejemplos citados, pero estas operaciones habran
de realizarse no en el sistema decimal sino en el sistema
empleado para la representacién primaria del niimero.

Problema. Supongamos que tenemos una balanza (de
dos platillos) y pesas de 1 gramo, 3 gramos, 9 gramos, 27 gra-
mos, etc. (una pesa de cada tipo). ¢Permite este juego de
pesas determinar el peso de un cuerpo cualquiera con preci-
sién de hasta un gramo?

La respuesta es positiva. Veamos la solucién de este pro-
blema basada en la representacién ternaria de los ndmeros.
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Supongamos que el cuerpo pesa A gramos (consideramos
que el niimero A es enlero). Este niimero A puede ser repre-
sentado en el sislema lernario

A = (a-'iau—t‘ » ‘alao):j‘

0 sea,

A=a,3-+a, -3+ .. . +a,-3+a,
donde los coeficienles ay, a,, . . ., @, loman los valores 0, |
g 2

L

Pero podemos representar lodo némero en el sistema ter-
nario de forma algo distinla empleando las cifras 0, 1 y —I
(en lugar de 0, 1 y 2). Para oblener esla representacion,
converlimos el numero A escrito en el sistema decimal al
sistema {ernario empleando para ello el esquema de divisio-
nes conseculivas ya descrilo; pero cada vez que al dividir
entre ires oblenemos en el resto 2, aumentaremos el cociente
en una unidad y escribiremos el reslo en la forma de —1.°

Asi obtendremos la siguiente represeniacion del nimero A

A=b,-374b,_,+3" '+ ... +b3+b,,

donde cada coelicienle &y, by, . .., b, puede ser igual a
0,1 6 —1. Por ejemplo, el namero 100 (que en el sisiema
ternario corriente sc escribe 10201) quedara represenlado,
aplicado este procedimiento, como 11—101, pues 100=3'+
+32—3%1.

Coloquemos ahora el cuerpo de A gramos cn el primer
platitlo de la balanza y la pesa de | gramo en e] segundo
plalillo si by=1 y en ¢l primero si by=-—1 (siendo by=0
no usaremos la primera pesa); después, la pesa de {res gramos
se coloca cn el segundo platillo si b,=1 y en ¢l primero si
by=--1, elc. Es obvio que manejando de esta forma las
pesas, lograremos equilibrar el peso A. O sea, con pesas de
I, 3, 9, ele. gramos se puede equilibrar en ia balanza un
peso cualquiera. Si se desconoce el peso del cuerpo, manejamos
las pesas hasia lograr el equilibrio y, de este modo, deter-
minamos el peso del cuerpo. >

Para aclarar lo expuesto veamos un ejemplo. Supengamos
que ¢l cuerpo pesa 200 gramos. Convirtiendo el namero 200
al sistema ternario por el procedimiento corrienie, oblen-

2’
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dremos
200 |i
2 l 3

el eg]
wa DD

|3
713
1 o
Por lo tanio, {200);,=(21102); o en [ocrma desarroltada
200=2-35+4-1.3341.3240-3+2.

Si convertimos el ntmero 200 al sistema lernarie empleando
el segundo procedimiento (o sea, usando —I y no usando 2),
lendrentos

200 | 3

—1 673

1373
17773
2|3
=
es decir,
200==1-35—1-3"4-1-3"4-1-3-}1-3—1.

(la Gltima igualdad sc puede comprobar por cileulo directo).

Por consiguiente, para equilibrar et peso de 200 gramos
colocado en un platillo deberemos poner en el mismo piatillo
tas pesas de | gramo y de 8f gramos y en el otro piatille,
las pesas de 3, 9, 27 y 243 gramos.

§7
SOBRE LOS CRITERIOS
DE DIVISIBILIDAD

Existen unos criterios simples que permiten determinar
si un numero es divisible, por cjemplo, entre 3, 5, 9, etc.
Recordemos eslos criferios.

1. Criferio de divisibilidad por 3. El ntimero es divisible
por 3 si la suma de sus cifras es divisible por 3. Por ejemplo,
el nimero

257802 (suma de cifras 24+5+4-74-8-+042==24)
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cs divisible por tres, mientras que el nimero
125831 (suma de cifras 14-2+4-5--8-+3+1=20)

no c¢s divisibie por tres.

2. Crilerio de divisibilidad por §. El niunero es divisible
por 5 si su allima cifra es 5 6 0 (es decir, si el nimero de
unidades de primer orden es divisible por 5).

3. Criterio de divisibilidad por 2. Es analogo al anferior:
el nitmero es divisible por 2 si el nQmero de unidades de pri-
mer orden es divisible por 2.

4. Criterio de divisibilidad por 9. Es anélogo al criterio de
divisibilidad por 3: el nltmero es divisible por 9 si la suma de
sus cifras es divisible por 9.

La demostracion de estos criterios es elemental. Consi-
deremos, por ejemplo, el criterio de divisibilidad por 3.
Se basa en que las unidades de cada uno de los drdenes del
sistema decimal (o sea, los nimeros 1, 10, 100, 1000, etc.)
al ser divididos enfre 3 dan resto igual a 1. Por eso, todo
nimero

(anan'—z < -axau)lu-
0 sea,
Q- IO”-E-—G.‘]—].. lge=a 'i' LR "*'al 2 lo+ael

puede ser representado en la forma
(@b ey - -0 )+ B,
donde B es divisible por 3. De aqui resulla que el nimero
e 100 a, 102 a,-104-4,

es divisible por 3 si, y sélo si, es divisibic por 3 el ntimero
) g ol O R T

El eriterio de divisibilidad por 5 resuila de que 10 —la
base del sistema de numeracién— es divisible por 5 y, por
ende, todos los drdenes, a excepeidn del de las unidades, son
divisibles por 5. En lo mismo se basa el criterio de divisibili-
dad por 2: el nitmero es par si termina en cifra par.

El criterio de divisibilidad por 9, igual que el criferio de
divisibilidad por 3, resulta de que al dividir tode ndmero
de tipo 10* enire 9 se obtiene el resto igual a 1.

Lo expuesto permite ver que todos estos criterios estan
relacionados con la representacién de los nilimeros en el sis-
iema decimal y que, en general, no son aplicables si se em-
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plea ofro sistema de numeracién. Por ejemplo el nitmero 8G
cn el sistema octonario se escribe asf

(126),

(puesto que 86==8%*--2-8-6}. La suma de las cifras es 9 pero
el namero 86 no es divisible por 9 ni por 3.

Sin embargo, para {odo sistema de numeracién se pueden
enunciar criterios de divisibilidad por une u otro namero.
Veamos algunos ejemplos.

Escribamos los niimeros en el sistema duodecimal y enun-
ciemos para este caso e criterio de divisibilidad por 6. Pu-
eslo que 12 —la base del sistema de numeracién— cs divisible
por 6, el niimero escrito en este sistema sera divisibie por 6
si, y s6lo si, su ultima cifra es divisible por 6 (aqui nos en-
coniramos con la misma situacién que en el caso de la divi-
sibilidad por 5 o por 2 cn el sistema decimal).

Como quiera que 2, 3 y 4 son también divisores de 12,
son validos los siguienies criterios de divisibilidad: el nd-
mero escrilo en el sistema duodecimal es divisible por 2 (res-
pectivamente, por 3 y por 4) si su dllima cifra es divisible
por 2 (respectivamente, por 3 y por 4).

Proponemos al lector demostrar las siguientes afirmacio-
nes sobre los criterios de divisibilidad en el sistema duode-
cimat:

a) el nimero A=(a,a,_1. . .a,a),, es divisible por 8 si
el namero (@a.),, formado por sus dos aitimas cifras es divi-
sible por 8;

b) el numero A={(a,a,_.. . .0:2,),, es divisible por 9
si el nimero (a:a,),, formado por sus dos iiltimas cifras cs
divisible por 9;

¢) el nimere A={(a,a,_,. . .2@p)1, €5 divisible por 11 si
la suma de sus cifras, o sea, el niimero a,+a,_,+. - .+a;+a,,
es divisible por I1.

Consideremos dos problemas mas relacionados con la
divisibilidad de los nimeros.

I. El nlimero
A=(3630)P

(escrilo en cl sistema de base p) es divisible por 7. ¢Cuanto
vale p y cudl es la representacion decimal de este niimero si
p<<12? ¢Serd vinica la solucién si no se cumple la condicién
p12?
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Respuesta. p=T7 y A=(1344}1,; si p no estd acotado hay
infinitas solucidnes; a saber: p puede ser igual a cualquier
nimero de tipo 74 6 74—1, donde =12, ...

2. Demudstrese que ¢l namero

(anau—l' ‘ ‘alau)p!
o sea, el nimero

(@ pFapy-p"" . Hay ot au)!
es divisible por p—1 si, y sélo si, es divisible por p—1 ia suma
ﬂrx"" L e 7 a, '-l"ﬂo.

(Compdrese con el criterio de divisibilidad por 9 en el sistema
decimat y por 11 en el sistema duodecimal.)

§8
SISTEMA BINARIO

El nimero 2 es el menor de los numeros que se puede
tomar como base de un sistema de numeracién. El sistema
correspondicnte a esta base, llamado binario, es muy anti-
guo. Lo cmpleaban, aunque de forma muy imperiecta, al-
gunas tribus de Australia y Polinesia. La ventaja de este
sistema es su exirema senciliez. En el sistema binario in-
tervienen sélo dos cifras QO y 1; el nimero 2 represenfa la
unidad del orden signiente. También son muy sencillas las
reglas de las operaciones con los nitmeros escritos en el sis-
lema binario. Las reglas principales de adicién se resumen

asi:
0+4+0=0, 0+1={, 14+1=(10),,

y la tabla de multiplicar para el sistema binario es

o
6Jolo
1|0}

Un defecto relativo del sistema binario consiste en que
incluso para escribir nimeros no muy grandes hay que em-
plear muchos simbolos pues la base de esle sistema es pe-
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quefia. Por ejemnplo, el nimero 1000 se escribe en el sislema
binario asi
1111101000,

o sea, empleando diez digitos. Sin embargo, este defeclo es
compensado por una seric de ventajas, razén por la cual el
sistema binario se ha difundido mucho en dislintas ramas
de la técnica y, especialmente, en las modernas computadoras.

Mas adelante tratarcmos de las aplicaciones técnicas del
sistema binario. Ahora consideraremos dos problemas rela-
cionados con la representacion binaria de los niimeros.

Problema t. He pensado un nitmero entero comprendido
entre [y 1000. ¢Se decide usted a adivinarlo haciéndome
como maximo 10 preguntas a las que sélo responderé «six
o «niov? Decidase, no es dificil.

Una posible seric de preguntas que desde luego conduce a
la solucion es la siguiente:

ie pregunta. Divida el niimero enfre 2. ¢Da resto ia divi-
sion? Si la respuesla es «no» anotamos la cifra cero y si la
respucsla es «si» escribimos uno (en otras palabras, escribimos
el resto de la divisién dei nlimero enlre 2).

2¢ pregunta. Divida por 2 el cociente obtenido en la pri-
mera division. ¢Da resto la division? De nuevo escribimos
cero si la respuesta es «no» y uno si la respuesta es «sin.

Las demas preguntas scrdn del mismo tipo: «Divida entre
9 el cociente obtenido en la division anterior. ¢Da resto ta
division?» Todas las veces escribiremos cero si la respuesta
es negaliva y uno si es positiva.

Repitiendo esta pregunia 10 veces, obtendremos 10 cifras
cada una igual a cero o a uno. Es facil ver quc eslas ciiras
representan el niimero buscado en el sistema binario. Efec-
livamenle, nueslras preguntas reproducen el procedimiento
que sc emplea para convertir un niimero en et sistema bina-
rio. Ademds, diez preguntas bastardn, pues para represeniar
en el sistema binario cualquier nimero de 1 a 1000 harin
falta diez cifras a lo sumo. Partiendo de que el nlimero pen-
sado ha sido convertido de antemano al sistema binario,
queda bien evidenle lo que se debe preguntar para adivinarlo:
respecto a cada una de sus cifras hay que preguntar si es
o no es igual a cero.

Consideremos ofro problema proximo, de hecho, al an-
lerior.
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Problema 2. Tengo 7 tablas cada una de 64 casillas igual
que ¢l {ablero de ajedrez (fig. 2). Cada casilia tiene un ni-
mero comprendido enire 1 y 127. Piense un niinero y digame
en que tablas (estan numeradas del | al 7) aparece. Yo adi-
vinaré el namero. ¢De qué forma?

La cosa es scncilla.

Escribamos en el sistema binario todos los ntimeros de
1 a 127. En la representacion binaria cada uno contiene 7
digitos todo lo mas (en particular, 127=(1111111),). Inclu-
yamos ¢l nimero A en ta tabla de nlmero £ (k=1,2,...,7)
si en la k-¢sima posicion de su representacién binaria figura
la unidad; si en la k-ésima posicion aparece el cero, no lo
incluiremos en la labla correspondicnie. Por ejemplo, cl
nitmero 57 que en el sistema binario se escribe

0111001

«lebe ser incluido en la primera, cuaria, quinta y sexia tablas;
¢l namero | se incluye séio en la primera tabla y el namero
127 en todas. Por eso, al sefialar en qué tablas aparece el
nitmere, usted esta indicande su representacién binaria.
No tendré mas que convertirlo al sistema decimal.

Se puede plantear a la inversa: seiddleme un pumero cual-
quiera de 1 a 127 y yo le diré en qué tablas de {a fig. 2
aparece y en cudles no aparece. Para ello bastard convertir
el numero seitalado al sistema binario (con un poco de en -
trenamiento se puede hacer mentalmente) e indicar los ni-
meros de aquellas posiciones en las que aparece el uno .

§9
EL «NIM», JUEGO
DE LOS TRES MONTONES

En China se comocia antiguamente el «nim», juego de
los tres montones de piedras. Consisie en que dos jugadores
van tomando alternativamente piedras, a cada baza en un
namero cualquiera dislinto al cero y de cualquier monton
(pero sélo de uno). Gana el que se lleva la ultima piedra.

D En eslas tablas hemos escrifo los niumeros en orden de crecimiento
lo que permile descifrar facilmente su estruclura. Pero se puede colocar,
dentro de cada tabla, los nimeros en un orden arbilrario y camufiar asi
¢l procedimento cinpleado.
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En las condiciones actuales, en jugar de piedras se em-
plean objefos mas accesibles, por cjemplo, cerillas y este
juego se conoce como «el juego de las cerillasn. Esta claros
que la esencia del juego no cambia al sustituir las piedras
por ceritlas (o por otros objetos). El problema consiste em
determinar el desenlace del juego si ambos jugadores aplicar
la factica oplima y en explicar en qué consisle esta tactica
optima.

Para resolver este problema conviene recurrir al sistema
hinario. Supongamos que los tres montones tienen a, b'y ¢
cerillas, respeclivamente. Representemos los niimeros a, &
y ¢ en el sisiema binario

A=0p-2" 052714 ... 4-0y02+}a,,
b=bp 27 +bp g2 L 4D 24Dy,
=024 g2V 6020

Podemos aceplar que todos los numeros lienen la misma can-
tidad de ordenes agregando, si es necesario, por delanie a los
nimeros que tienen menos digilos que os demas la cantidad
correspondienle de ceros. En este caso, cada una de las cifras
Qo, Bo, Coy + + -y A, b, C; puede ser igual a0 6 1, con [a par-
ticularidad de que al menos una de las tres cifras an, O, €
(pero no necesariamente lodas) es dislinla al cero. El jugador
que realiza la primera baza puede sustituir uno de los ni-
meros a, 0 6 ¢ por cualquier ntmero mwenor. Supongamos
que ha decidido fomar las cerillas del primer montén, o
sea, variar el namero a. Ello signilica que cambiaran algunas
de las cifras a,, ay, ..., @,. Andlogamente, al tomar las
cerillas del segundo montén cambiard al menos una de las
cilras by, by, - . ., by y al lomar las cerillas del tercer mon-
{6n allerard como minimo una de Jas cifras ¢, ¢, .. ., Cpm-
Consideremos ahora las sumas

a,,,—i—bm-i—f.‘,,,. am-l.i_bm-l'i-ﬁm-ll 480y ao+b0-"_cﬂ‘ (*).

Cada una puede ser igual a 0, 1, 2 6 3. Si al menos una es
impar (o sea, es igual a 1 6 3), ¢l jugador que hace la primera
baza puede asegurarse la victoria. Efectivamente, sea a,+
+by4-¢,’1a primera (de izquierda a derecha) de las sumas (*)
que resulta impar. Entonces, al menos una de las cilras
ay, by, ¢, es igual a |. Supongamos que a,=1. En este caso,
el jugador puede fomar del primer montén tantas cerillas
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que los coeficienies a,,, . . ., @z, no se alteren, la magnilud
4y se haga igual a cero y cada uno de los coeficientes ay _,,

- - o towme aquel valor {0 6 1) que le convenga al jugador;
0 sea, del primer montén se pueden lomar tantas cerillas
que fodas las sumas

(P 'i"b:‘r——x“i‘ck—n cany Oy +bo +Co

se hagan pares. En oiras palabras, él que inicia el juego puede
conseguir que después de su baza todas las sumas (*) resulten
pares. El segundo jugador, como quiera que aclie, alterard
inevilablemenle la paridad de una de estas sumas por lo
menos. Es decir, después de su jugada al menos una de las
sumas (*) serd impar. El primer jugador puede conseguir
enfonces que lodas las sumas (*) resullen de nuevo pares,
Resumiendo, después de cada baza del primer jugador lodas
las sumas (*) resultan pares, mientras que después decada
baza del segundo una de estas sumas por lo menos resulta
impar. Puesto que el nitmero total de cerillas va disminuyen-
do, mas temprano o mas tarde se dard la situacién en que
todas las sumas (*) seran igual a cero, o sea, no quedarén
cerillas. Pero como todas las sumas (*) serén entonces pares,
esta situacién se dard después de una baza del primer ju-
gador, es decir, el primer jugador gana. En cambio, si en el
momento inicial todas las sumas (*) son pares, cualquiera
que sea la baza del primer jugador, al menos una de las sumas
(*) se hard impar. El segundo jugador podrd aplicar la tac-
tica descrita para el primer jugador y de esta forma ganar
la parlida.

Por lo tanlo, el desenlace del juego estd predeterminado
por los valores de los niimeros @, & y c. Si son tales que al
menos una de las sumas (*) es impar, el primer jugador puede
asegurarse la victoria. Si todas esas sumas son pares, gana el
segundo jugador si emplea la tactica correcta.

Es facil darse cuenta de que las lernas de nimeros pro-
picias al segundo jugador aparecen raramente de modo que
ganara, como regla general, el primer jugador si juega co-
rrecto y silos nimerosa, b y ¢ se escogen al azar. Por ejemplo,
si tenemos 10 ceritlas (a-+b4-c=10), exislen 9 posibilidades
de distribuirlas en tres montones; 8 de éstas garantizan la
victoria del primer jugador y sélo una la victoria del segundo.
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_ § 10
CODIGO BINARIO EN LA TELEGRAFIA

Una de las aplicaciones relalivamente antigua del sistema
‘binario es el codigo lelegrafico. Escribamos en el orden al-
fabélico las letras que se usan cn el idioma casteltano (in-
cluyendo «—», o sea, el blanco entre las palabras) y numeré-
moslas.

~—~ABCChDEFGH T JKL L MN

0123 456789 j0111213141516
NOPQRSTUVWIX YZ

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Representemos el namero de cada letra cn el sistema binario.
Puesio que 28=32, cada uno de estos niimeros se representa
con cinco cilras lodo lo wmds. Escribiremos estos ntimeros
usando cinco cifras exactamente; para ello agregaremos, si
es necesario, por delante de la primera cifra la cantidad
correspondiente de ceros. Tendremos asi

— ~ 00000,
A ~ 00001,
B ~ 00010,
Z ~ 11101.

Supongamoes aliora que lenemos c¢inco cables uniendo dos
puntlos. Entonces, cada uno de los nltmeros de cinco digilos,
correspondientes a las letras del alfabeto, puede ser {rans-
mitido por esta linea mediante una combinacion determinada
de impulsos eléelricos: por ejemplo, conviniendo que al cero
corresponde la ausencia y al uno la existencia del impulso
en e} cable respectivo. En el lugar de recepeion, esta combina-
cién de impulsos puede poner en [uncionamiento el aparato
receptor y de esla forma en la cinla quedara impresa la Jetra
correspondienle a la combinacién de impulsos (o sea, al nu-
mero binario dado).

El aparalo telegrafico es, en principio, la combinacién
de dos dispositivos: el transmisor que permile convertir las
teiras en el sislema correspondiente de impulsos y el receptor
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quc a partir de la combinaciéon dada e impulsos imprime
en la cinta (o en la tarjeta) la letra respectiva .

Es evidenle que la aplicacion en la telegrafia del sislema
binario se debe precisamenfe a la facilidad de converlir el
nimero binario en impulsos eléctricos 2.

§11
EL SISTEMA BINARIO
GUARDIAN DE SECRETOS

Ei lelégrafo o el radiofelégrafo es un buen medio para
transmitir rapidamenle la informacién. Pero ésla puede
ser interceptada con facilidad por olras personas; frecuente-
mente, en condiciones de guerra en particular, es preciso
que ciertas informaciones sean inaccesibles para todos menos
la persona a la que esldn destinadas. Con este fin sc emplean

, distintos procedimientos de cifrado.

Es posible que muchos lectores se hayan entrelenido en
ocasiones inventando mélodos de cifrado y realizando «cor-
respondencia secretar. El método mias elemental consiste en
indicar cada lefra del alfabelo con un simbolo: otra letra,
un nimero, un simbolo convencional, elc. Con frecuencia
estos sistemas figuran en la literalura policiaca y de aven-
turas; recordemos «Los monigotes danzantes» de Conan
Doyle o «Viaje al centro de ta tierra» de Julio Verne. Es
facil descifrar estos sistemas, pues lodo idioma liene una
estructura determinada: algunas leiras y combinaciones de
letras aparecen con mayor frecuencia, otras con menor y
algunas (digamos, n delante de b) no aparecen jamas. Esta
esfructura, que se conserva al sustituir las letras por sim-
bolos, permile descifrar sin dificuitad estas claves. Existen
cifrados mucho mas complejos pero tdmpoco esfos resisten
a cifradores expertos.

1 Hablamos de cinco cables que unen dos puntes, En la prictica
hasla con uno y los impulsos que ferman la combinacién correspondiente
a la letra se transmiten sucesivamente, uno fras oiro.

® Ademds de este sistema de represenfacion de fas letras medianle
cinco ceros o unos, en la {elegrafia se emplea otro sistema llamado alfabeto
Morse, En principio, el alfabeto Morse también representa toda letra como
combinacion de dos elementos distintos (punto y guion); no analizaremos
aqui en detalle este sislema.
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Es nalural preguntar: «:Exisle un sislema de cifrado
que garanlice ia conservacion absoluta del secreto o todo
{exto cifrado puede ser entendido, en principio, por un ci-
frador suficieniemente habil?»

No es dificil inventar un sistema, muy simple en esencia,
que haga imposible la lectura del lexto cifrado por una per-
sona que no conozca la clave. Para deseribirlo, emplearemos

~
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FIG. 3

el sistema binario y la representacion de las letras en forma
de nameros binarios de cinco digilos que hemos introducido
en el paragrafo anterior.

+ E cédigo telegrafico permite dar a todo texto la forma de
una sucesion determinada de combinaciones de cinco digitos
formadas por ceros y unos. Supongamos que hemos preparado
de antemano una sucesién {otalmente arbitraria de combina-
ciones de cinco ceros y unos. Esta sucesién que se emplea
para cifrar el texto se denomina gama. La gama se prepara en
dos ejemplares perforando, por ejemplo, una cinta de papel
{véase la fig. 3 donde cada !inea verlical corresponde a una
combinacion delerminada de cinco digitos significando el
orificio el uno y el blanco el cere). Conservemos un ejemplar
de la gama y enviemos el otro al destinatario. Tomemos
ahora el texlo que deseamos transmitir y sumémoslo «segiin
los drdenes» con la gama preparada. Esto significa lo siguien-
te: el primer nGmero de cinco digitos {0 sea, la primera
fetra) del texto se suma con el primer niimero de }a gama, el
segundo namero del texto con el segundo nGimero de la gama,
etc., pero con {a particularidad que la adicién no se efectiia
segiin la regla corriente cuando la suma de dos unidades
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arroja la unidad del orden siguiente, sino que se realiza de
acuerdo con la regla :

04+0=0, 140=0+i=1, 1-4-1=0,

es decir, sin pasar la suma de dos unidades al orden’siguiente.
Es obvio que sumando de esta forma dos nameros binarios,
o sea, dos sucesiones de ceros y unos, obtendremos ceros si
los nitmeros son iguales y obtendremos un numero distinto
al cero si se suma nimeros diferentes. El resultado que se
obtiene sumando de este modo el lexto y la gama puede ser
enviado a nuestro destinatario mediante un sistema de im-
pulsos eléclricos por el cable lelegrifico. Pero esta succsion
de impulsos caplada tal y como esld por el receplor quedaria
impresa come una combinacion de leiras sin senlido. Para
reconstruir el iexio inicial es preciso sumar al {exlo ciirado
la misma gama (por el mismo procedimiento dé adicidn «segiin
los drdenesy).

Todo el proceso puede ser resumido en el esquema sis
guiente:

1) texto+gama=1texto cifrado;

2 texlo cifrado--gama=texto+tgama+-gama={exto.

Se comprende que una persona en posesion de un iexto
cifrado de esta forma, pero no de la gama correspondiente,
no puede conocer su contenido como tampoco se puede decir
nada acerca de X si se conoce la suma X4V, donde Y es
un nitmero arbilraric y desconccido.

El proceso descrito puede ser facilmente automatizado
colocando a la salida del transmisor un dispositivo que rea-
liza la adicion «segin los érdenes» del texto y de la gama y
un disposilive idénlico a la entrada del receptor, conia par-
ticularidad de que los telegraiistas que operan en ia linea
no se daran cuenta siquiera de la existencia de estos dispo-
sitivos.

Sin duda este sistema de cifrado es muy engoroso, pues
exige enviar conslantemente a ambos extremos de la linea
reservas de gama porque cada pedazo de esta gama se uli-
liza s6lo una vez.

El empleo del sistema binario de numeracién es cdmodo
en este caso ya que precisamente en él arroja cero como re-
sultado cualquier niimero sumado a si mismo ¢segin los.
ordeness.
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§12
UNAS PALABRAS SOBRELE
LAS COMPUTADORAS

——

Hemos hablado de la aplicacion del sistema binario en
la telegrafia, una rama relativamenle vieja de la técnica
{los primeros aparatos telegraficos, basados en la transmisién
por cable de impulsos eléciricos, aparecieron en la década
del- 30 del siglo pasado). Veamos ahora una de las aplica-
ciones mis modernas del sistema binario: en las computa-
doras. Pero previamenie, aunque sca en lineas generales,
deberemos  explicar que son las llamadas computadoras
~elecirdnicas.

La historia del desarrolio de la téenica de caleulo es a la
vez inuy larga y muy corla. Los primeros aparatos que faci-
litaban y aceleraban el {rabajo de célculo aparecieron hace
iucho. Por ejemplo, el dbaco se conoce desde hace més de
cuatro milenios. Al mismo tiempo, las verdaderas maquinas
matematicas surgieron hace unos afos con la aparicion de
las primeras computadoras rdpidas basadas en la aplicacion
de la técnica radioelectrénica {lamparas primero y semicon-
ductores después). Esta rama de la técnica alcanzd sorpren-
denles éxitos en plazos muy corlos. Las computadoras moder-
nas funcionan a velocidades de cientos de miles e incluso
millones de operaciones por segundo; es decir, que una de
esas maquinas realiza cada segundo tanfas operaciones como
un experlo calculador provislo de un aritindémetro, por ejem-
plo, en varios meses, La aparicion de eslas maquinas permitié
resolver con éxilo problemas tan complejos y extensos que
habria sido indtil siquiera planlear con el procedimiento
de cilculo manual. Por ejemplo, las compuladoras modernas
pueden resolver sistemas de varios centenares de ecuaciones
de primer grado con un ndmero igual deincdgnitas. Con lapiz
y papel o con un aritmémetro, un calculador no podria cum-
plir esta tavea ni ¢en toda su vida.

En la literaiura de divulgacion, al hablar de las compula-
doras, se emplean f[recueniemente expresiones como «méa-
quina que resuelve ecuaciones complejas», ¢miquina que
juega al ajedrez» o «méaquina traduclora de un idioma a
otro». Asi puede crearse la falsa impresion de que cada una
de estas funciones —resolucion de ecuaciones, juego a aje-
drez, traduccidn, ele.— se realiza por una méqguina especial

.3 Ne 2904
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construida sélo con este objetivo. Pero para resolver dis (intos
problemas tanto matematicos (resolucién de ecuaciones,
elaboracion de las tablas de logaritmos, etc.) como no ma-
teméaticos (por ejemplo, traduccion de textos o juego al aje-
drez) se pueden ewnplear los mismos aparatos llamados compu-
tadoras universales, Cada una de eslas maquinas puede rea-
lizar, de hechio, sélo cierlo nilmero, bastante limitado, de
operaciories elemenfales: sumar y mulfiplicar ntmeros,
conservar los resuttados obtenidos en un dispositivo especial
llamado «memoria» de 1a maquina, comparar nfimeros esco-
giendo, por ejemplo, el mayor o el menor de dos o varios
nameros, clc. Pero la solucion de los problemas mas variados
y complejos puede reducirse a una sucesion {quizd muy larga)
de estas operaciones elementales. Esta sucesién queda deter-
minada por el programa que para cada problema concrefo
clabora el programador. Por lo tanto, la variedad de pro-
blemas que puede resolver la computadora universal no es
ofra cosa que la variedad de programas que se introduce
en ella.

Por eso, la computadora universal es, en un principio,
un aparato que puede realizar con extraordinaria velocidad
operaciones aritméticas (adicion, muitiplicacién, resta y
divisién) con los niimeros y algunas oiras operaciones como
comparacion de niimeros, etc. Las operaciones a realizar y
su orden son determinados por el programa.

En los calculos, tanlo a mano como conla computadora,
necesitfamos escribir de alguna forma los n(imeros empleados,
o sea, necesitamos recurrir a un sistema de numeracion.
Empleando el papel y el lapiz usamos, claro esis, el sistema
decimal al que eslamos acostumbrados. Pcro cste sistema no
sirve para la computadora eleclrénica que da preferencia
rotunda al sislema binaric. Tratemos de explicar las razones
de elio.

§13

POR QUE «PREFIERE> LA MAQUINA

ELECTRONICA EL SiSTEMA BINARIO
DE NUMERACION

Al calcular a mano, escribimos fos nimeros con lipiz o
linfa en el papel. La maquina necesita otro modo de fijar
los niimeros con los que opera.
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Para explicar la esencia de la cuestién, consideremos
primero en lugar de la computadora un aparato mucho mas
sencillo, el contador corriente (de luz, de gas, de taxi, etc.).
Cuatquiera de cslos contadores se compone de varias ruedas
que pueden estar {(cada una) en 10 posiciones correspondientes
a las cifras de 0 a 9. Es evidenie que un aparato de « ruedas
de este tipo permite [ijar 10* numeros distinfos desde 0

hasta 99...9. Esie contador se puede emplear como una
L —

k veces
especie de abaco, o sea, no sélo para fijar niumeros sino tam-
bién para realizar operaciones aritméticas. .

Si quisiéramos tener un contador adaptado a un sistema
de base p y no al sisiema decimal, {endriamos que emplear
ruedas de p dislintas posiciones en lugar de 10. En parti-
cutar, el aparato que permitiria fijar los nimeros escrifos
en el sistema binario deberia componerse de elementos con
dos posibles posiciones cada uno. Por supuesto, para hacer
un contador (basado en un sistema de numeracién deter-
minado) no hay necesidad de emplear cbligaioriamente
ruedas. En principio, se puede consiruir un contador em-
pleando clementos cualesquiera siempre que {engan tfantas
posiciones estables como unidades contiene la base del sis-
tema de numeracién escogido.

E! contador compuesio de un sislema de ruedas u otros
dispositivos mecanicos sélo puede cambiar de posicion con
relativa lentifud. Las velocidades de decenas y centenares
de miles de operaciones por segundo de las computadoras
modernas han sido alcanzadas porque en estas maquinas se
emplean dispositivos electrénicos y no mecanicos. Estos
disposit{ivos no lienen practicamente inercia y, por eso,
pueden cambiar de posicion en millonésimas de segundo.

Los elementos radioelectrénicos (lamparas, semiconduc-
tores) empleados en las computadoras se caracterizan por
la existencia de dos posiciones estables. Por ejemplo, 1a 1am-
para electrénica puede estar «abierta» (deja pasar la corriente)
o «cerrada» (ia corriente no pasa). Seglin esle mismo prin-
cipio de «si» o «no» funcionan los semiconductores que l-
timamente encuenlran aplicacion cada vez mayor en la téc-
nica de computo. A estas propiedades de los elementos ra-
dioelectronicos se debe esencialmente que el sistema binario

haya sido el més adecuado para las computadoras.
3¥
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Los datos de parlida en uno u oiro problema se suelen
dar en el sistema decimal. Para que una maquina, basada.
cn el sistema binario, pueda operar con estos datos es preciso-
traducirlos al idioma del cddigo binario «comprensibler
para el dispositivo aritmético de la mdquina. Esta Iraduc-
cién, claro estd, puede ser facilmenle auiomatizada. Por
olra parte, es deseable que los resultados obtenidos por la
méaquina sean nuevamenie escritos en el sistema decimal.
Por eso, en la compuladora se sucie prever ta conversion
automatica al sistema decimal de los resultados obtenidos.

Como nna forma inlermedia se emplea con frecuencia en
las computadoras el sistema binario-decimal mixlo. Con-
siste en que el ntmero se escribe primero en el sistema de-
cimal y despuds cada una de sus cilras se representa en el
sislema binario mediante ceros y unos. Por lo tanto, en cl
sistema binario-decimal todo namero se representa mediante
varios grupos compuestos por ceros y unos. Por ejemplo,
el niimero

2593

en el sislema binario-decimal se escribe asi
0010 0101 100! QO11.

A tilulo de comparacion daremos la representacion binaria
de este mismo numero .
10100010001.

Veanios cémo se realizan las operaciones aritméticas en
la compuladora basada en el sisiema binario de numeracion.
La operacion principal que debemos examinar es la adicion,
pues la multiplicacién consiste en la adicion reilerada, la
resta en la adicidén de nameros. negativos y, finalmente, la
division en la resta reiterada. A su vez, la adicién de nd-
ineros de varios Ordenes consisic en realizar la adicién en
cada orden. _ .

La adicion de dos nimeros binarios en cada orden puede
ser descrila asi V. Sea a la cifra que figura en el orden dado
del primer sumando, sea b la cifra de este mismo orden cn eb
segundo sumando y sea ¢ la cifra que debe ser trasladada
del orden anterior (donde ha sido ya realizada la adicién).

M Aqui se trata de la adicion sarilmélicas corriente y no de la adi-
cién ssegtn el orden» mencionada en cl § 11 cn relacion con el cifrado de
un texto, aunque la adicién esegiin el orden» también desempena su papel
iimportante en el funcionamiento de ]a‘_compu_hzdora-
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Sumar en el orden indicado significa delerminar qué ciira
clebe ser escrila en este orden y qué cifra debe ser trasladada
al orden siguiente. Indiquemos por s la cifra que debe ser
escrifa en el orden considerado y por { ta cifra que debe ser
{rasladada al orden siguiente, Como quiera que cada una
de las magnitudes a, b, ¢, sy { s6lo puede fowmar los valores
0 6 1, lodas las varianies se pueden resumir en la tabla si-
guienle

alofrfoefo]rfijo]l
slofjofrjofrfolif
clofolo|tjolr]r]l
s|lo|t]r]t]olololl
clolojojofrfrfrft

Por o tanlo, para que la computadora pueda sumar dos
nimeros eserifos en el sislema binario, hay que prever en
ella para lodo orden un dispositivo de tres enlradas —co-
rrespondicnies a las magnitudes a, b y ¢— y de dos salidas,
correspondienles a las magniludes s y { Aceplemos, como
suele ocurrir en los aparatos eleclrénicos, que el uno signi-
fica la existencia de la corriente en una entrada o en una
salida y que el cero significa su ausencia. El dispositivoe
considerado, denominado sumador de un orden, debe fun-
cionar de acuerdo con la tabla indicada més arriba, o sea,
de forma que si no hay corrienle en ninguna de sus tres en-
tradas, tampoco debe haberla en sus salidas; si hay co-
rriente enapero no la hay en ¥ y ¢, debe haber corriente en s
y no haberla en f; efe. Es fdcil, aprovechando lamparas o
semiconductores, construir un dispositivo que funcione segur
este esquema.

§ 14
SOBRE UNA PROPIEDAD
NOTABLE DEL SISTEMA TERNARIO

Para delerminar la validez de uno u olro sistema de nume-
racion en tanlo que base para la consiruccién de una compu-
tadora, importa, ademas de la sencillez de cjecucién de las
operaciones aritméticas en este sistema, lo que suele denomi-
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narse capacidad del sisicma, entendiéndose por tal el con-
Junio de nimeros que en este sistema puede ser escrito con
wna cantidad determinada de digilos.

‘Expliquemos esto con tin ejemplo. Para escribir en el
sistema decimal 1000 niimeros (de 0 a 999) se necesitan 30
«digitos (10 para cada orden). En cambio, en el sistema bi-
narjo con 30 -digitos se pueden escribir 2% niimeros (para
cada orden binario hacen falta séle dos cifras 0 6 1 y, por
eso, 30 digitos permilen escribir nimeros que contienen
hasla 15 érdenes binarios). Pero

215 > 1000,

© sea, leniendo 15 drdenes binarios podemos escribir mas
nimeros gue feniendo fres drdenes decimales. Por lo tanlo,
€l sislema binario tiene mayor capacidad que el decimal.

Pero, ¢cudl es el sistema de numeracién de mayor capaci-
«lad? Para responder, analicemos el siguiente problema con-
crefo. Supongamos que tenemos 60 d igitos. Podemos dividirios
en 30 grupos de 2 elementos y escribir en el sistema bi-
nario cualquier niimero de no mas de 30 6rdenes binarios,
0 sea, 2% nitmeros en total. Podemos dividir estos mismos
B0 digitos en 20 grupos de 3 elementos y escribir, empieando
el sisfema ternario, 3% niimeros. Luego, dividiendo los 60
signos en 15 grupos de 4 elementos y aplicando el sistema
cuaternario, podemos escribir 418 naincros, etc. En particu-
lar, empleando el sistema decimal (o sea, dividiendo todos
dos digitos en 6 grupos de 10 elemenfos) podemos escribir
10° niimeros y aplicando el sistema sexagesimal (babilonio)
podemos escribir con 60 digitos sélo 60 nineros, Veamos
cual de eslos sistemas es el de mayor capacidad, es decir,
permite escribir con estos 60 digitos la cantidad maxima
«de numeros. En ofras palabras, se trata de sefialar cual de
los numeros

2, g oqis, pua. G 100, 128, 16%, 207, 302, 60
es el mayor. Es facil comprobar que el nlimero maximo es
3. En clecto, demostremos primero que
230088,
Puesle que 2390=(29)10==810 y 3W=(31)10=01 esia desigual-
vlad puede ser escrita en la forma
3lo<91o
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haciéndose cvidente. Ademis,
418 == (22)15 = Q0 .
es decir, teniendo en cuanta ¢l resultado demostrado
30> 418
Analogamente, se comprueban con facilidad las siguientes-
desigualdades

A8 pans oo 100 s 129 s 156 22 509 = 308 55 60,

Resulta que el sistema ternario es el de mayor capacidad.
El sistema binario, asi como ef cuaternario que en este sen-
tido equivale al binario, lienen menor capacidad que e} ter-
nario pero mayor que los restantes.

Esta conclusion ne tiene nada que ver con que hayamos
considerado 60 digilos. Hemos tomado este ejemplo sélo
porque 60 digitos se dividen comodamente en grupos de 2, 3,
4, ete. elementos.

En el caso general, si tomamos n digilos y aceptamos

que x es la basc del sistema de numeracion, obtendremos —:—

ordenes y la canlidad de niimeros que podremos escribir sera
igual a .

(x)*.
Consideremos esta expresion come una funcién de la variable
x que puede lomar valores positivos cualesquiera (fracciona-
les, irracionales) y no sdlo enteros. Se puede hallar el valor
de la variable x que cfrecc maximo a esta funcién. Es igual
a eV nlmero jrracional que represenia la base del llamado

1 Para el jector {amiliarizado con el célculo diferencial darcmos fa-
demostracidn correspondiente. La condicion necesaria para que la funcidm
y(x) tenga méximo cn el punlo x, consiste en que sca igual a cero su deri-

X

vada en ese punto. En nueslro caso, y(x)=(x) " . La derivada de esta funv
cién es igual a
i

n f
dy  — L 1 ——2
=2 @F kS 9 =amE (I—inxy
lpualandala a cero, obtenemos
In x=1, o sea, x=e.

: d : o
Pueslo que la derivada d—g es positiva a la jzquierda del punio x=e

y es negaliva a la derecha, resulta por los teoremas del célculo dife
rencial que en ese punto nuvestra funcién tiene efectivamente miximo.
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sistema natural de logaritmos y que desempena un papel
importanle en distintas cuestiones de las Matematicas su-
periores. L] nlmerc e es igual aproximadamente a

2,718281828459045. ..

El ntimero enfero mas proximo a e es 3. Es la base del sistema
«de numeracién de mayor capacidad.
El grifico de la funcién

"

y=()*
puede verse en la fig. 4 {con la particularidad de que son
distinlas las unidades tomadas en los ejes x e g).

¥

P

~

]
=

La capacidad del sistema de numeracion es un momenlo
imporlante desde el punto de vista de su empleo en la compu-
tadora. Por eso, aun cuando la aplicacién en ias computa-
doras del sislema lernario en lugar del binario origina defer-
minadas diliculfades técnicas (deben emplearse elementos
gue tienen tres posicioncs estables y no dos), este sistema ha
sido ya empleado en algunas computadoras.

§i3
SOBRLE FRACCIONES INFINITAS

Hasta aqui hemos hablado de niimeros enlercs. De la
represeniacion decimal de los niimeros enferos es natural pasar
a las fracciones decimales. Para ello es preciso considerar,
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ademas de las polencias no negativas del nlmero 10 {o sea,

, 10, 100, etc.), lambién las potencias negativas (1072, 10-%,
efc.) y formar combinaciones en las que parficipan tanto unas
tomo otras. Por cjemplo, la expresion

23,581
significa como sc sabe
2-10'+3-10°-}-5-10"14-8-10"2+-1.1072,

etc.

Es comodo represenlar los diferenles nimeros mediante
puntos de la recta. Tomemos una recta y escojamos en ella

FIG. 5

un punto determinado O (origen), una direccion positiva (ha-
cia la derecha) y una unidad, el segmento 0A (fig. 5). Acep-
temos que el punto O representa el cero y el punto A el uno.
Construyendo a la derecha del punio O el segimenlo OA dos,
fres, etc. veces, obtendremos los puntos que corresponden
a los ntimeros dos, tres, elc. En la recta se pueden representar
de esla forma lodos los nimeros cenleros. Para representar
los nameros [raccionales que conlienen décimas, centésimas,
efc. es preciso dividir ¢l segmenfo 04 en chez cien, ele.
parles y emplear eslas unidades menores de longllutl. Pa-
demos de esta forma representar en la recla los puntos co-
rrespondientes a lodos los numeros de {ipo

akﬂﬂ_L . .(11(1', bibﬁ' . 'bﬂ’

o sea, a lodas las fracciones decimales. Esta claro que no
legaremos a agotar todos los punlos de la recta. Por ejemplo,
si a partir del punfo O construimos en la recta el segmento
que representa la diagonal del cuadrado de lado uno, ek
extremo de esle segmenlo no aparceerd  enire los puntos
que corresponden a las [racciones decimales por cuanto el
lado del cuadrado y su diagonal son inconmesurables.
Si queremos que a cada punlo de esla recta corresponda
una fraccién, tendremos que recurrir a las fracciones deci-
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males infinitas y no sélo a las finitas. Expliquemos lo que
esto significa.

Para poner en correspondencia a todo punto de la recta
una fraccion decimal (infinita) procederemos del modo siguien-
te. Para mayor comodidad hablaremos no de toda la recta
sino de una parte de la misma, a saber, de! segmento 0A
tomado come unidad de medicidn. Sea x un punto de este
segmento. Dividamos 04 en 10 partes iguales y numerémoslas
de 0 a 9. Sea b, el nilmero de aquel segmento parcial al que
pertenece el punlo x. Dividamos cste segmento pequefio
en 10 parles, numerémosias de 0 a 9 e indiquemos por b,
el niimero de aquel de estos segmenlos pequedos al que per-
lenece el punto x. El scgmento de ntimero b, lambién sc
divide en 10 partes y repitiendo €l razonamiento se obtiene
bs. Continuemos csle proceso ilimitadamente dividiendo a
cada paso ent [0 paries el segmento oblenido en el paso an-
terior. Lnconiraremos enfonces una sucesién de nimeros
Oy, by, ..., by, ... que escribiremos en la forma

0, by, by . by, ..

llamandola fraccion decimal infinita correspondiente al
punto x. Tajando esta fraccidn en un lugar determinado,
obtendremos una fraccién decimal corrienle (finita) 0, &,
ba. . by que no determina exactamente la posicién del punto
x en la recta sino aproximadamente (a saber, con un error

que no pasa de Fiﬁ parte del segmento principal si la frac-

cién infinita se corta en la n-ésima cifra).

Hemos puesto en correspondencia a todo punto de la recta
una fraccion decimal infinita. Es fdcil ver que inevitable-
mente surge cieria indeterminacion. Por ejemplo, dividamos
el segmento OA en 10 partes y consideremos ¢l punto frontera
entre fa primera y ia segunda. Podemos aceptar que perle-
nece lanto a la primera parte (que ileva el niimero 0) como
a la segunda {que tleva el niimero 1). En la primera variante
nos encontraremos con que, continuando el proceso de divi-
si6én sucesiva, el punto escogido aparecera cn la parte exirema
derecha (que lleva el niimero 9) de aquellas en que se divide
el segmento obtenido en el paso anterior, es decir, logramos
la fraccion infinita

0,0999...,

micatras que en la segunda varianie este punlo en todas las
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divisiones postericres aparecerd en la parle que tleva el ni-
mero 0 resultando la fraccién

0,1000...

Por lo tanto, obfenemos dos [racciones infinitas corres-
pondientes a un mismo punto. Lo mismo ocurrird con cual-
quier punto frontera (de dos segmentos) de todas las divisio-
nes. Por ejemplo, las fracciones :

0,125000... y 0,124999...

corresponden cn la recta a un mismo punto.

Esla indeterminacion se puede evilar conviniendo que
todo punto frontera perlenecerd a uno de los segmentos
que scpara, ya sea al de la derecha o al de la izquierda, pero
siempre al mismo. En ofras palabras, podemos eliminar
todas las fracciones que contiencn «la cola infinita» compuesta
de ceros o lodas las fracciones que contienen «la cola infinita»
compuesia de nueves.

Estableciendo esta limitacién se puede hacer corresponder
<ada punto x dei segmento a una fraccién decimal infinita
bien delerminada, con la particularidad de que a dos puntos
dislintos corrcsponderan dos fracciones distintas.

No es esencial, claro estd, el hecho de que para fijar la
posicién del punto en cl segmento mediante divisiones suce-
sivas hayamos dividido el segmento correspondiente en
10 partes. Esto se debe sencillamente a nuesira propensién
tradicional a cmplear el sistema decimal. Podriamos tomar
en lugar de diez olro néimero cualquiera, por ejemplo, dos,
0 sea, dividir siempre cl segmenlo por la mitad asignando
a una mitad el nimero 0 y a la otra, el nfimero | y tomando
aquella a la que pertenece el punto considerado. En este
caso, lodo punio corresponderia a una sucesion b,, by, . . .,
b, compuesta sélo por ceros y unos que seria natural escribir
en la forma

0 by Doy

y denominar fraccion binaria infinita. Tajando esta sucesién
en un lugar cualquiera obtendriamos una fraccién binaria
finita .
(0, bybs...by)e,
0 sea, el namero
by gtbygrb o by o
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que deferminaria Ja posicién del punio considerado con un
! Gkt
error que no pasa de parte del segmento principal.

Las Tracciones decimales infinitas —que permiten re-
presentar {odos los puntos de la recta— constituyen un apa-
ralo comodo para construir la feoria de los nameros reales,
fundamento de muchas ramnas de las Maleméaticas superiores.
Con no menos éxilo podriamos emplcar para eilo en jugar

FF1G. ¢

de las fracciones decimales olras [racciones infinilas (por
ejemplo, binarias, {ernarias, elc.).

Para concluir consideremos un problema instructivo. To-
memos de nuevo el segmento OA, dividamosio en fres partes
iguales y excluyamos Ja parte media (aceplando que los
propios puntos de divisién también le perlenecen y, por con-
siguiente, son excluidos {ambién; fig. 6). Las dos parles
que quedan también se dividen en tres parles iguales excluy-
éndose la parte media. Se oblienen entonces cualro partes
pequenas y en cada una se excluye de nuevo la tercera parie
media. Conlinucmos este proceso ilimitadamenle. ¢Cuantlos.
puntos del segmento OA gquedaran?

A primera vista puede parecer que después de esta «de-
puracion» sélo quedaran los punlos extremos O y A. Esta
deduccion se diria confirmada por el razonamiento siguiente.
Calculemos la suma de las longitudes de los segmenlos ex-
cluidos. (Recordemos que la longitud de todo et segmento OA
se ha tomado igual a 1). En el primer paso excluimos un seg-

: 1
menlo de long]lud—,s-, en el segundo dos segmentos de lon-.

; | |
gilud 5 cada uno, en el tercero cualro segmentos de 57
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elc. La suma de las longitudes de lodos los segmentos ex-
cluidos es igual a

Tenemos una progresion geoméirica decreciente infinita con
1 : - 2 ; : )
7 COmo priier término y 7 come razon. Segim la formula
.correspondienle, su suma cs igual a

|

—=1.
)

3

Por lo tanlo, la suma de las longitudes de los segmentos
excluidos es igual exaclamente a la longitud del segmento
Inicial 0A.

Sin embargo, en el proceso descrilo més arriba queda un
conjunto infinilo de puntos, sin contar ya los puntos O y 4.
Para comprobar esto procedamos asi. Representemos todo
punto del segmento inicial OA mediante una fraccidon in-
finita en el sislema lernario. Cada una de eslas fracciones
-estard compuesta por ceros, unos y doses. Yo afirmo que en
el proceso descrilo mas arriba de «exclusién de las parles
‘mediasy quedardn sin excluir los puntos correspondientes
a las fraccioncs fernarias que no contienen ningtin uno (o
sea, constan sélo de ceros y doses). En clecto, en el primer
paso se ha excluido la tercera parte media de} segmento ini-
cial, es decir, se han excluido los punlos corresaondientes
a las fracciones ternarias con el uno en primera posicién.
En la segunda elapa, de las parfes resiantes se ha excluido
la tercera parle media, o sca, se eliminan las fracciones con
el uno en segunda posicién, ete. (Con la particularidad de
-que se excluyen también los puntos que se represenlan por
-dos fracciones ternarias, si al menos una de éstas contiene
-l uno. Por ejemplo, el extremo de la derecha de la primera

lercera parle del segmento 0A, es decir, ¢l ndmero —,:—, se
puede representar mediante la fraccién {ernaria
0,1000... ¢ 0,0222...

y este punto se excluye.) Por lo tanto, el proceso descrito
«deja en el segmento OA los punlos correspondientes a las
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fracciones ternarias compuestas de ceros y doses tGnicamente.
Pero, jla cantidad de estas fracciones es infinital O sea,
ademds de los puntos extremos, en el segmento 0A quedarin
sin excluir infinitos puntos. Por ejemplo, quedara el punto
correspondiente a la fraccidn

0,020202...

- ! . i
gue representa la descom posicién fernaria del niimero R

En efecto, la fraccién lernaria infinita 0,020202... no es
ofra cosa que la suma de la progresion geométrica

2-372-2.37442.3" 4. .
segln la férmula ya inencionada, esla suma es igual a

2 2

T
s i &
9 g

t
Otra manera de comprobar que ef punio - no se excluye es

el siguiente razonamiento geométrico intuitivo. Este punto
divide todo el segmento [0, 1] en razén 1:3. Después de
excluir el seginento [%, %J el punto % quedara en el semij-
intervalo [{J, —:]3) dividiéndolo en razdn 3 : [. Después deb
. . 2 1
segundo paso, este punto quedard en el intervalo (~9w, -3—)-
dividiéndolo en razén 3 : 1, etc. En ningin paso quedara
exciuido el punto % .

Por lo tanto, resutta que el proceso descrito de «exclusion
de las parfes medias» conduce a un conjunto de punios que
«no ocupa sitior en el segmento (pues la suma de las longitu-
des de los segmentos excluidos es igual, como hemos visto,
a 1) y al mismo tiempo contiene una cantidad infinita de
puntos.

Este conjunto de punfos posee también otras propiedades
interesanies. Pero su estudio exigiria la exposicién de nocio-
nes y resultados que rebasan el marco de este pequeiio libro
que damos aqui por terminado.
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